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Fruchtfolgengenerierung mit Markov-Ketten – 
eine statistische Simulation 

 
Joachim Aurbacher1 

 
 
Abstract – In zahlreichen interdisziplinären For-
schungsprojekten besteht die Notwendigkeit, in 
Landnutzungsmodellen die Landnutzung jahresscharf 
diskret zu modellieren. Viele gekoppelte Modelle aus 
anderen Disziplinen, beispielsweise Erosions- oder 
Pflanzenwachstumsmodelle haben eine bestimmte 
Landnutzung räumlich verortet als Voraussetzung. 
Agrarökonomische Modelle auf Basis der Linearen 
Programmierung liefern jedoch Landnutzungsanteile, 
die als längerfristige Anteile der Kulturen an der 
Fruchtfolge interpretiert werden können. In diesem 
Beitrag wird ein Ansatz vorgestellt, mit dem die Er-
gebnisse von LP-Modellen durch eine statistische 
Simulation mit Hilfe eines Markov-Ketten-Ansatzes in 
Landnutzungsfolgen konvertiert werden können, so 
dass die Ergebnisse des ökonomischen Modells exakt 
wiedergegeben werden. Es wird durch eine Monte-
Carlo-Simulation gezeigt, dass dieser Ansatz im Mittel 
zu weniger Abweichung von den gewünschten Land-
nutzungsanteilen führt, als eine einfache statistische 
Simulation.1 
 

EINLEITUNG 
In interdisziplinären Modellen sollen oft agrarökono-
mische Betriebsmodelle mit Modellen anderer Diszip-
linen gekoppelt werden, um Interaktionen zwischen 
Landwirtschaft und anderen Forschungsbereichen 
wie Erosion, Klimawandel, Biodiversität oder Grund-
wasserqualität zu untersuchen. Die dafür notwendi-
gen Modelle wie Erosionsmodelle oder Pflanzen-
wachstumsmodelle arbeiten in der Regel jedoch mit 
konkreten Landnutzungen für bestimmte Jahre. 
Agrarökonomische Modelle auf Betriebsebene hinge-
gen verwenden oft die Methode der linearen Pro-
grammierung und liefern, selbst wenn sie auf 
Schlagebene spezifiziert sind, Anteile and Landnut-
zungen, die als längerfristige Anteile dieser Kulturen 
an der Fruchtfolge zu interpretieren sind. Die Frage, 
ob in Landnutzungsmodellen zuerst die Fruchtfolgen 
definiert werden sollten und daraus die Landnut-
zungsanteile abgeleitet, oder ob zuerst diese Anteile 
festgelegt und daraus Fruchtfolgen generiert wer-
den, wurde in der Agrarökonomie bereits kontrovers 
diskutiert (Kuhlmann et al., 2002). Grundsätzlich 
gibt es verschiedene Ansätze, mit dieser Aufgaben-
stellung umzugehen. Eine Möglichkeit besteht darin, 
die durch agrarökonomische Modelle gefundene 
aggregierte Landnutzung heuristisch über 
Disaggregationstools räumlich zu verteilen (Herr-
mann et al., 2003), wobei jedoch bei dem Vertei-
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lungsalgorithmus ökonomischen Überlegungen nur 
noch indirekt eine Rolle spielen. Alternativ kann von 
der Betriebsstruktur abstrahiert werden und die 
Landnutzung auch ökonomisch direkt auf einem 
Rastersystem modelliert werden (Kuhlmann et al., 
2002). Dies impliziert jedoch einen Abstraktions-
grad, der nur bei langfristiger Betrachtungsweise 
gerechtfertigt ist. Ein Kompromiss besteht in der 
Spezifizierung von Betriebsmodellen auf Schlagebe-
ne, wie beispielsweise im Modell MODAM (Zander 
und Kächele, 1999) oder CULTIVASIM (Aurbacher 
und Dabbert, 2009). Hier bleibt jedoch immer noch 
das Problem, die Landnutzungsanteile auf Schlag-
ebene in Kulturfolgen umzuwandeln. Die kann prin-
zipiell durch eine statistische Simulation erfolgen. 
Durch die Berücksichtigung der Vorkultur kann diese 
Simulation verbessert werden. Bereits Castellazzi et 
al. (2008) verwenden einen sogenannten Markov-
Ketten-Ansatz, um Fruchtfolgen zu modellieren. Hier 
wird jedoch erstmals eine solche Übergangsmatrix 
an Kulturanteilen kalibriert und mit einer einfachen 
Simulation ohne Berücksichtigung der Vorkultur 
verglichen. 
 

METHODIK 
Mit einem flächenscharfen Betriebsmodell auf LP-
Basis werden die für den modellierten Beispielbetrieb 
optimalen Kulturanteile für jeden Schlag bestimmt. 
Um auch für den Fall von gleichen Deckungsbeiträ-
gen der Kulturen auf verschiedenen Schlägen immer 
eine eindeutige Lösung zu garantieren, wird das 
Modell um einen Maximum-Entropie-Ansatz erweitert 
(Aurbacher und Dabbert, 2009). Die Ergebnisse 
werden auf zwei Arten durch statistische Simulation 
in konkrete Landnutzungsfolgen umgewandelt. Bei 
der einfachen stochastischen Simulation (ESS), 
werden die Kulturanteile des Betriebsmodells als 
Wahrscheinlichkeiten für das Auftreten dieser Kultu-
ren in jedem Jahr interpretiert und mit diesen Wahr-
scheinlichkeiten durch eine Zufallssimulation Land-
nutzungsfolgen generiert. Bei der Markov-
stochastischen Simulation (MSS) wird zunächst eine 
Übergangsmatrix so kalibriert, dass sie die Kulturan-
teile des Betriebsmodells wiedergibt. Mit dieser 
Übergangsmatrix wird dann eine stochastische Si-
mulation durchgeführt, die die jeweilige Vorkultur 
berücksichtigt. Basis dafür ist eine Prior-Matrix, die 
aus Beobachtungen oder Expertenbefragung im 
jeweiligen Untersuchungsgebiet gewonnen werden 
muss, und die die üblichen Fruchtfolgemöglichkeiten 
für die betrachteten Kulturen wiedergibt. Die Kalib-
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ration der Übergangsmatrix erfolgt dann zweistufig 
durch folgenden Cross-Entropie-Ansatz: 
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Da es vorkommen kann, dass die Vorkultur vor dem 
ersten Übergang nicht zu den Lösungskulturen des 
LP-Modells gehört, sollen auch die Zeilen der Über-
gangsmatrix (ui,j) korrekt kalibriert werden, für die 
Xi=0 ist. Dazu wird der obige Ansatz leicht modifi-
ziert ein zweites Mal optimiert. Dabei werden die ui,,j, 
die zu Kulturen mit Xi>0 gehören, auf die im ersten 
Durchgang gefundenen Werte festgelegt und in 
Gleichung 1 werden für alle Xi beliebige Werte >0 
(beispielsweise eine Gleichverteilung) eingesetzt. 
Dies hat zur Folge, dass die Matrix so kalibriert wird, 
dass der Übergang von jeder beliebigen Startkultur 
sicher zu einer Kultur erfolgt, die auch Teil der LP-
Lösung ist und die Markov-Kette „nicht falsch einfä-
deln“ kann. Der Landnutzungsvektor (beim Vorhan-
densein von nur einer Kultur pro Schlag ein Einheits-
vektor) des Vorjahres wird dann mit der kalibrierten 
Übergangsmatrix multipliziert. Dies ergibt die (be-
dingten) Wahrscheinlichkeiten des Auftretens der 
Kulturen im Folgejahr, mit denen dann eine stochas-
tische Simulation durchgeführt werden kann. 

Die Treffgenauigkeit und Streuung der beiden 
dargestellten Ansätze (ESS und MSS) wurden durch 
Erstellung und Auswertung von Landnutzungsfolgen 
unterschiedlicher Länge überprüft.  
 

ERGEBNISSE 
Mit den oben dargestellten Ansätzen wurden Land-
nutzungsfolgen von 3 bis 100 Jahren für einen Bei-
spielbetrieb erstellt. Dies wurde jeweils 200 Mal 
wiederholt. Beide Verfahren treffen im Mittel die 
angestrebten Häufigkeiten, was aufgrund der Me-
thode auch zu erwarten war (vgl. Abbildung 1). Bei 
der Varianz der modellierten Häufigkeiten zeigten 
sich jedoch signifikante Unterschiede. Die Varianzen 
der Häufigkeiten der Markov-Simulationen sind deut-
lich (um ein Drittel bis zur Hälfte) geringer als bei 
der einfachen stochastischen Simulation. MSS gibt 
also die angestrebten Landnutzungsverhältnisse 
präziser wieder als ESS. Dies könnte die notwendige 
Zahl der Wiederholungen bei Landnutzungsmodellie-
rungen verringern. Die statistische Absicherung 
dieses Vorteils für kurze Folgen ist jedoch schwierig, 
                                                 
2 Bedeutung der Symbole: H: Kreuz-Entropie, X: Umfang der Kulturen 
gemäß LP-Modell, N: Zahl der Kulturen, u: Elemente der Übergangs-
matrix, r: Elemente der Prior-Matrix, e: Fehlerwerte, c: Fehlerstütz-
werte, i, j: Kulturen, v: Fehlerwert-Index, V: Anzahl der Fehlerstütz-
werte, α: Wichtungsfaktor  

da die einschlägigen statistischen Tests (F-Test, 
Kruskal-Wallis-Test) für kleine Fallzahlen hier nicht 
zulässig sind. Dennoch erscheint der vorgestellte 
Ansatz vorteilhaft und flexibel, um Modelle mit un-
terschiedlichen Datenstrukturen in interdisziplinären 
Modellverbünden miteinander zu koppeln. 
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Abbildung 1. Kulturanteile des LP-Modells, der einfachen 
Simulation und der Markov-Simulation (Unterschiede nicht 
signifikant) 
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Abbildung 2. Varianzen der Kulturanteile der einfachen 
Simulation und der Markov-Simulation (Unterschiede bei 20 
und 100 Jahren auf dem 5%-Niveau signifikant (F-Test)) 
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